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そのロンジチュード l1, l2, l3とメリ
ディアンm1, m2, m3














定義1 種数γ(G)であるグラフGにおいて，Fγ (G)をγ(G)であるS3のHeegaard曲面，{li, 
mi} (i＝1, 2, ..., γ(G))をFγ (G)のロンジチュード-メリディアンシステムとする．
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ただし，{li, mi}と f  (G)は f  (G)の頂点でのみ交差するものとし，{li, mi}と 
E( f  (G))での交差は許可しないものとする．





















ので，すべての頂点の次数は等しく，nである．各頂点の番号には，nビット列b1b2 ... bn 
for bi＝0 or 1 (i＝1, 2, ... n)を用いる．頂点b1b2 ... bj ... bnからの辺はn本あり，ハミング距離
が1（1ビットだけ異なるビット列）である頂点b1b2 ... bj′ ... bn (bj≠bj′, j＝1, 2, ... , n)と結ば
れている．
n次元超立方体グラフの最小埋め込みとその時のω(Qn)の値は次の定理で示される．Qn
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4　完全二部グラフの極小埋め込み
ここで扱うのは完全二部グラフKm, nのみとする．完全二部グラフKm, nとは，頂点集合V
＝V1∪V2, |V1|＝m, |V2|＝n, を持つグラフG＝ (V, E)で，|V|＝m＋n, |E|＝mnであり，V1
の任意の頂点とV2の全ての頂点の間に辺が存在する二部グラフである．K2, nは平面グラフ










＝   
である 9)．
下界を得るために，gvsk(Km, n)を求める．
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であるので， n≧6であれば， γ(Km, n) と γ(Km＋1, n) の差が1以上になり， gvsk(Km＋1, n) 
＝1である．よって，n＝3, 4, 5 で，γ(Km, n)＝γ(Km＋1, n) となる場合について考え
る．
 ・n＝3のとき，
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＝ ＝   であるので，m＝4x－1, 
4x, 4x＋1 (x＝1, 2, ...) のとき，γ(Km＋1, 3)＝γ(Km, 3)となる．しかし，γ(Km＋1, 2)＝0
であるので，gvsk(Km, 3)＝1となる．
 ・n＝4のとき，
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＝ ＝   であるので，m＝2x＋1 
(x＝1, 2, ...) のとき，γ(Km＋1, 4)＝γ(Km, 4) となる．そこで，γ(Km＋1, 3) を見る．
図4　Q4のトーラスへの異なる埋め込み
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 であるので，m＝4x＋1 (x＝1, 2, ...) のとき，γ(Km＋1, 5)＝γ(Km, 5)となる．しかし，
γ(K4x＋2, 5)＝3x, γ(K4x＋2, 4)＝2xであるので，γ(Km＋1, 5)＝1となる．
補題1と定理1より次の定理を得る．
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n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ...
ω(K3, n) 2 2 2 2 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10
ω(K4, n) 2 4 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16 18 18
ω(K5, n) 2 4 6 6 8 10 12 12 14 16 18 18 20 22 24 24 26 28
ω(K6, n) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
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定理5
γ(Kp＋q－2, n)＝γ(Kp, n)＋γ(Kq, n)
γ(Kp＋q－2, n) は，曲面に埋め込まれたKp, nとKq, nを1つのハンドルでつなげて，Kp＋q－2, n
を構成することによって得られる．この時の操作を我々は♢オペレーションと名づけた．
4.1　♢オペレーション
完全二部グラフKp＋q－2, nは次の式で与えられる♢オペレーションによって，Kp, nとKq, n
より構成される 6)．
定理6 










Km, nの埋め込みを得るには，まず最初に，K6, n－1♢K6, 3→K6, nを用いてK6, nの埋め込み
を得る．次に，Km－4, n♢K6, n→Km, nを用いればよい．ただし，K3, 3, K3, 4, K3, 5, K3, 6, K4, 4, K4, 5, 
K5, 5の埋め込みを最初に得ておく必要がある．
K3, 3, K3, 4, K3, 5はK3, 6と種数が同じであるから，K3, 6から頂点を除去することにより得られ
る．K3, 6のトーラスへの埋め込みは例3で示す．K4, 4のトーラスへの埋め込みは図7で示
す．K4, 5は同じ種数2のK4, 6(←K3, 6♢K3, 6)から1点を除去すればよい．K5, 5は同じ種数3の
K5, 6(←K4, 6♢K3, 6)から1点を除去すればよい．
図5　点線部分にハンドルをつけて、2つのグラフKp, nとKq, nからKp＋q－2, nを構成する♢オペレー
ション
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る埋め込みK3, 3, K3, 4, K3, 5, K3, 6, K4, 4, K4, 5, 
K5, 5の極小埋め込みを考える．
K3, 6の埋め込みは実際にトーラスに埋










注1 ♢オペレーションを用いれば，K4, 5はK3, 6♢K3, 6→K4, 6から1点除去することによ
り実現できる．これはγ(K4, 6)＝γ(K4, 5)＝2であるからである．しかし，この方法
でK4, 5の埋め込みを実現すると極小埋め込みにならない．
図6　K3, 6♢K3, 6→K4, 6
図7　K4, 4の埋め込み





ω(K3, 3)＝ω(K3, 4)＝2, ω(K3, 5)＝ω(K3, 6)＝4, ω(K4, 4)＝4, ω(K4, 5)＝6, ω(K5, 5)＝10から帰納的
にKm, nの上界を得ると表2のようになる．
図8　K3, 5, K3, 6のトーラスへの埋め込み。太い点線がメリディアンとロンジチュードを表す。ω
(K3, 5)＝ω(K3, 6)＝4となる。
図9　K3, 3, K3, 4のトーラスへの埋め込み。太い点線がメリディアンとロンジチュードを表す。ω
(K3, 3)＝ω(K3, 4)＝2となる。




n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ...
ω(K3, n) 2 2 4 4 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16 18 18 20 20
ω(K4, n) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
ω(K5, n) 4 6 10 12 16 18 22 24 28 30 34 36 40 42 46 48 52 54
ω(K6, n) 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72

















完全二部グラフK3, nにおいて，n≡1, 2 mod 4の場合は self-attachmentが存在せずすべて
図11　K5, 5の極小埋め込み。ω(K5, 5)＝10となる。
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オイラーの公式 |V(G)|－ |E(G)|＋ |R(G)|＝2－2γ(G)に各値を代入すると，
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となる．これを満たすm, nの場合，ω(Km, n)≧4γ(Km, n)である．
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以上のことから下界を見直し，表3を得る．
n 3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 ...
ω(K3, n) 2  2  4  4  8  8 10 10 12 12
ω(K4, n) 2  4 4 ～6  8 8 ～10 12 12 ～14 16 16 ～18 20
ω(K5, n) 4 4 ～6 6 ～10 12 14 ～16 16 ～18 18 ～22 24 20 ～28 22 ～30
ω(K6, n) 4  8 12 16 20 24 28 32 36 40
ω(K7, n) 8 10 12 ～16 20 24 ～28 26 ～30 28 ～36 40 34 ～48 36 ～50
表3　ω(Km, n)の取りうる値




グラフKm, nにおいては，n＝3, n＝6＋4i, (i＝1, 2, ...)の場合は，上界と下界が一致し，極
小埋め込みが一意に決定したがそれ以外については上界と下界に幅がある．今後の課題の
一つとしてこれらの場合における極小埋め込みを決定することが挙げられる．
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In this paper, we propose a minimal embedding of a non-planar graph on a surface as a “standard” embed-
ding.  Although there are many dierent embeddings for a graph, there is no way of classifying them.  erefore, 
by dening the value ω(G) for all non-planar graph G, and the minimal embedding of G, we obtained the value 
of ω(Qn) for n-dimensional hypercubic graphs and that of ω(Km, n) for complete bipartite graphs.  We present 
our results regarding these values.
概要
本稿では，非平面グラフの曲面への極小埋め込みを＂標準的な＂埋め込みとして提案するものであ
る．ひとつのグラフの埋め込みは複数存在し，それらを区別する方法がない．そこで，我々は非平面
グラフGについて，ω(G)という値と極小埋め込みを定義した．超立方体グラフQnと完全二部グラフ
Km, nにおいてその値を求めた．これらの値について，これまでに得た結果をここに紹介する．
